Algebra 27 - 2024 1C - 2do parcial (Tema 1)

1 Ejercicio 1

Sean H; = {x e R* |zy — 29 + w3 - 24 =0}, Hy = {x e R | 2y + 23 =0} y S=((0,1,1,2),(1,1,1,0)). Hallar,
si es posible, un proyector p: R* - R?* que cumpla Nu(p) =S y p(H;) c Ha.

Un genérico de S es

La interseccién SnH; es

seH; = f-(a+fB)+(a+B)-2a=0 = (=2«
SnH; =((2,3,3,2))

La interseccién H; nHs es

$1—$2+l‘3—$4=0

$1+I3:0

Hl ﬁHQ = {
H1 QHQ = ((].707—].70)7 (0, 1,07—1))

Defino p sobre bases Bs = {(0,1,1,2),(2,3,3,2)} y By, ={(2,3,3,2),(1,0,-1,0),(0,1,0,-1)} de S y H;
i) p(0,1,1,2) = (0,0,0,0)
i) p(2,3,3,2) = (0,0,0,0)
iii) p(1,0,-1,0) = (1,0,-1,0)
iv) p(0,1,0,-1) = (0,1,0,-1)
Justifico verificando explicitamente que mi ansatz cumpla todas las condiciones:
e Por i) y ii), claramente S € Nu(p). Ademés dim(Im(p)) =2 = dim(Nu(p)) =2 = S=Nu(p).

e Por ii), iii) y iv), claramente p(H;) c Hy (notar que dim(p(Hl)) =2<3, porlo que p(Hy) + Hy y la

inclusion es estricta, como se pide).

e i)-iv) verifican inmediatamente que pop = p (es decir, p es proyector).



2 Ejercicio 2

Sean B = {(-1,2,1),(1,1,0),(1,0,0)} base de R? y f: R3 - R? la transformacién lineal tal que Mg (f) =
a 2 1
1 2 1. Hallar a € R tal que f(1,2,-1) = (1,3,2) y, para el valor de a hallado, encontrar todos los
2 21

vectores v € R? tales que f(v) = (1,3,2).

Las coordenadas (1,2,-1)p = (21,2, 23) estdn dadas por
(la 27_1) = xl(_1a27 1) + 332(1, 170) + 1'3(1,0,0)

De aqui, (1,2,-1)p = (-1,4,-4). Luego Mpr(f).(1,2,-1)p5 = f(1,2,-1)

a 2 1)\(-1 1
1 2 1 4 1=13 = a=3
2 2 1)\-+4 2
Ahora busco (v)p = (21,22, %3) genérico
3 2 1\ (= (1 321 | 1 2.0 0 | -2 00 0 |
1 2 1|z |=3} - |1 2 1 | 3 - 1 21| 3] - |1 2 1| 3
2 2 1)\zy) \2 2 2 1 | 2 100 | -1 100 | -1

(V) =(-1,\,4-2X)

A partir de las coordenadas (v) g, calculo el vector v pedido

v=-1(-1,2,1) + A(1,1,0) + (4 - 2X)(1,0,0)
v=A(-1,,1,0)+(5,0,-1) = (-A + 5, A - 2,-1)



3 Ejercicio 3

Hallar un polinomio P € R[z] de grado minimo que tenga como raices a todas las soluciones de la ecuacién
iz2 + Z=Re(2)?(1+14) y cumpla que P(2) = 60.

La ecuacién involucra la parte real de z, hay términos sumados y no hay mas que términos de orden 2

en la incégnita. Entonces conviene usar la forma binémica z = a + bi con a,b € R

i(a+bi)* + (a+bi)* =a®(1+1)

—2ab + (a® = b*)i+a—bi = a® + a%i

~2ab+a+ (a® -b*-b)i=a® +a%i
Igualando las partes real e imaginaria
~2ab +a = a® a(a+2b-1)=0
a?-b?-b=a? _) b(b+1)=0
De la segunda ecuacién, b=0 o0 b= -1.
e Si b=0, la primera ecuacién es a(a-1)=0 = a=00a=1
e Sib=-1, la primera ecuacién es a(a-3)=0 = a=00a=3

Por ende, todas las soluciones de la ecuacién son z =0, z =1, 2z = =i, z = 3 —4i. Ademds, P tiene
coeficientes reales, por lo que z =i, z = 3+ también deben ser raices de P. Entonces un polinomio P de

grado minimo que contiene todas esas raices es

P(z)=az(z-1)(z+i)(z-i)(z-3+i)(2-3-1)
P(2) =az(z-1)(z* +1)(2* - 62+ 10)
Luego
P(2)=0a.2.152=60 = a=3

El polinomio es
P(2)=32(z-1)(z* +1)(2* - 62 + 10)



4 Ejercicio 4

Sea f:R3 — R? la transformacién lineal f(x1,z2,23) = (221, -321 + o3 — 623, -2x3). Hallar, si existe,

una base B de R? tal que Mp(f) sea diagonal.

La matriz de la transformacién es

-2 0 0
M(f)=]-3 1 -6
0 0 -2

Su polinomio caracteristico es

PA)=(-2-A)(1-A)(-2-X) =-(A+2)*(A-1)
Sus autovalores son A = -2 (con multiplicidad algebraica 2) y A = 1.
El subespacio asociado a A = -2 estd dado por (M(f) - (-2)I)v=0

00 0 | O
-3 3 -6 | 0] = S2=((1,1,0),(0,2,1))
00 0 | O

El subespacio asociado a A = 1 estd dado por (M(f) - 1I)v =0

30 0 | 0
-3 0 -6 | 0| = S, =((0,1,0))
0 0 -3 1] 0

f tiene tres autovectores linealmente independientes, por lo cual existe una base B de autovectores en
donde Mp(f) serd diagonal
B={(1,1,0),(0,2,1),(0,1,0)}.



